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Re´sume´
Nous donnons une de´monstration e´le´mentaire et constructive d’un The´o-
re`me de de Smit et Lenstra.
Abstract
We give an elementary and constructive proof for a theorem of de Smit et
Lenstra.
De´finition 1 Une suite (a1, . . . , ak) dans un anneau A est re´gulie`re si chaque ai
est re´gulier dans l’anneau A/〈aj ; j < i〉.
Remarque. Nous avons retenu ici la de´finition de Bourbaki. La plupart des auteurs
re´clament en outre que l’ide´al 〈a1, . . . , ak〉 ne contienne pas 1. L’expe´rience montre
que cette ne´gation ne fait qu’introduire des complications et des e´nonce´s tordus.
De´finition 2 Soit (a) = (a1, . . . , an) dans A. On dit que la suite (a) est 1-se´cante
si le module des A-relations entre les ai est engendre´ par les relations triviales.
Proposition 3 Toute suite re´gulie`re est 1-se´cante.
De´monstration. Voir [1, IV-2.5]. 2
Lemme 4 Soit k un anneau arbitraire, a un ide´al de A = k[X1, . . . , Xn] et B =
A/a = k[x1, . . . , xn]. On suppose que B est finie sur k. Alors a contient une suite
re´gulie`re de longueur n.
De´monstration. Pour chaque i, soit fi ∈ k[Xi] unitaire qui annule xi ∈ B.
On montre que la suite (fn, . . . , f1) est une suite re´gulie`re de A.
On pose A0 = A[X1, . . . , Xn−1]. Le polynoˆme fn est unitaire en Xn, donc re´gulier
dans A = A0[Xn]. On conside`re le quotient
B1 = A/〈fn〉= k[X1, . . . , Xn−1, xn] = A1[Xn−1]
(on a pose´ A1 = A[X1, . . . , Xn−2, xn]). Le polynoˆme fn−1 est unitaire en Xn−1 donc
re´gulier dans A1[Xn−1].
Et ainsi de suite. 2
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De´finition 5
1. Soit a un ide´al de type fini de A. Si des polynoˆmes f1, . . ., fm ∈ A[X], ont tous
leur contenu e´gal a` a, et si chacun porte sur un jeu de variables distinct des
autres, on dit que la suite (f1, . . . , fm) est une suite de Kronecker de longueur
m associe´e a` l’ide´al de type fini a.
2. Soit k ≥ 1, a un ide´al de type fini de A.
On dit que l’ide´al est de profondeur supe´rieure ou e´gale a` k, et l’on e´crit
GrA(a) ≥ k , si une suite de Kronecker de longueur k attache´e a` a est re´gulie`re
(dans l’anneau A[X] ou` la suite de Kronecker est de´finie).
3. Soit (a) = (a1, . . . , an) dans A et a = 〈a〉. On dit que la suite (a) est comple`-
tement se´cante si GrA(a) ≥ n.
N.B. : Cette de´finition de la profondeur est due a` Hochster et est largement utilise´e
dans l’ouvrage [3, Northcott] (Northcott dit 〈〈 le true grade 〉〉) et dans l’article [2].
La profondeur ne de´pend pas de la suite de Kronecker choisie. Pour les suites comple`-
tement se´cantes la proprie´te´ est attache´e a` l’ide´al engendre´. En particulier si l’ide´al
a = 〈a1, . . . , an〉 contient une suite re´gulie`re de longueur n, la suite (a1, . . . , an) est
comple`tement se´cante, meˆme si elle-meˆme n’est pas re´gulie`re.
Corollaire 6 Soit k un corps discret et A une k-alge`bre de pre´sentation finie
A = k[x1, . . . , xn] = k[X1, . . . , Xn]/〈f1, . . . , fn〉 .
On suppose que la matrice jacobienne du syste`me est inversible dans A. Alors la
suite (f1, . . . , fn) est comple`tement se´cante.
De´monstration. On sait ([1, corollaire VI-6.15]) que l’alge`bre est finie sur k. On
applique le lemme 4. 2
Remarque. En fait le re´sultat reste vrai pour n’importe quel anneau k, mais il est
nettement plus difficile a` de´montrer.
De´finition 7 Soit k un anneau arbitraire. On dit que (f1, . . . , fs) dans k[X1, . . . , Xn]
est une suite fortement 1-se´cante si pour tout ide´al de type fini c de k, la suite
(f1, . . . , fn) est 1-se´cante dans (k/c)[X1, . . . , Xn].
The´ore`me 8 (Relations triviales et platitude)
Soit k un anneau arbitraire, et soit (f1, . . . , fs) une suite fortement 1-se´cante sur
k[X]. Alors l’alge`bre quotient A = k[X]/〈f1, . . . , fs〉 est plate sur k.
De´monstration. D’apre`s le crite`re de platitude pour le quotient d’un k-module
plat ([1, proposition VIII-1.16]), ici le quotient du k-module P = k[X] par le
sous-k-module 〈f〉, A est plate sur k si, et seulement si, pour tout ide´al de type
fini a de k, on a l’inclusion 〈f〉 ∩ aP ⊆ a〈f〉, i.e.
〈f1, . . . , fs〉 ∩ a[X] ⊆ af1 + · · ·+ afs.
C’est alors vrai pour tout ide´al a de k, de type fini ou non. Concre`tement, cela
signifie que si h = u1f1 + · · ·+ usfs ∈ a[X] (avec les ui ∈ k[X]), on peut re´e´crire h
sous la forme v1f1 + · · ·+ vsfs avec les vi ∈ a[X].
2
Soit h = u1f1 + · · ·+ usfs ∈ a[X] ; passons au quotient (k/a)[X] :
h = u1 f1 + · · ·+ us fs = 0.
Comme la suite (f1, . . . , fs) est 1-se´cante, il existe une matrice anti-syme´trique s× s,
a` coefficients dans (k/a)[X], notons la` N , telle que :
[ u1 · · · us ] = [ f1 · · · fs ]N
On rele`ve N en une matrice anti-syme´trique M ∈ Ms(k[X]) et on de´finit des
polynoˆmes wi ∈ k[X] par :
[w1 · · · ws ] = [ f1 · · · fs ]M.
de sorte que, d’une part ∑iwifi = 0 et d’autre part wi = ui modulo a. On a alors :∑
i
uifi =
∑
i
(ui − wi)fi avec ui − wi a` coefficients dans a. 2
The´ore`me 9 (Lenstra & de Smit, une platitude remarquable. [4])
Soit k un anneau arbitraire, et soit une k-alge`bre A = k[X1, . . . , Xn]/〈f1, . . . , fn〉.
Si A est finie sur k, la suite (f1, . . . , fn) est comple`tement se´cante, l’alge`bre est plate
et c’est un k-module projectif de type fini.
De´monstration. La k-alge`bre A est de pre´sentation finie, et finie comme k-module,
elle est donc de pre´sentation finie comme k-module ([1, the´ore`me VI-3.17]). Si elle
est plate, c’est un k-module projectif de type fini.
On montre que (f1, . . . , fn) est une suite fortement 1-se´cante. En fait pour tout
ide´al c de k, la suite (f1, . . . , fn) est comple`tement se´cante dans (k/c)[X1, . . . , Xn],
car l’ide´al 〈f1, . . . , fn〉 contient une suite re´gulie`re de longueur n comme de´montre´
dans le lemme 4.
D’apre`s le the´ore`me 8 l’alge`bre est plate. 2
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